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等离子体中的线性波

1．波的相速度与群速度

等离子体中，电场、磁场、速度、密度、压力、温度等任何一个物理量
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一般会随空间和时间变化。原则上它可以分解为各个平面波的叠加，即：



[image: image2.wmf]()

(,)(,)

it

k

tedd

w

yyww

×-

=

ò

kx

xkk


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.1)


其中
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为波的幅度，是物理量
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的Fourior分解：
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对于其中任意一支平面波
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来说，
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为波矢，
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为频率。

波的速度可以用相速度和群速度来描述。相速度是波在保持相位
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不变的情况下的运动速度，在此条件下



[image: image10.wmf]()0

dd

kxt

dtdt

f

w

=-=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.3)


得到相速度：
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    波的群速度描述波包整体运动的速度，而波包是由满足一定色散关系的各种频率的波组成。假设该波包的色散关系为
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则只有频率满足此关系的波才存在，可以表示为
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因而由(1.1) GOTOBUTTON ZEqnNum125539  \* MERGEFORMAT 

式积分，在一维情况下得
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假设波包的主要波数为
[image: image15.wmf]0
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，对应的频率为
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，近似有：
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其中
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代入(1.7) GOTOBUTTON ZEqnNum486972  \* MERGEFORMAT 

式可得
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可见波包的包络以
[image: image20.wmf]g

v

的速度前进。(1.9) GOTOBUTTON ZEqnNum319374  \* MERGEFORMAT 

式给出了波的群速度表达式。

    波的相速度可以超过光速。但群速度一定不能超过光速，因为群速度可以传递信息和能量，否则会违背爱因斯坦的狭义相对论原理。

2．波的旋转与偏振

一支波沿x方向传播，在yz两个垂直方向上，电场矢量的分量
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E

和
[image: image22.wmf]z

E

一般可以表示成
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，其中
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均为实数。

圆偏振：
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且
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时，式中取正号时，是右旋的圆偏振波，取负号时，是左旋的圆偏振波。这一点可以这样看：a-b = p/2（取正号）时，
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，随着波沿着x方向前进，E矢量做右手旋转。所以是右旋的。反之，相角差是负90°时，对应左旋偏振。
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线偏振：
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时，波是线偏振的，偏振方向与Y轴的角度为
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一般情况：是椭圆偏振。

3．等离子体波的线性化和平面波分解

将等离子体中的扰动作Fourior分解，也即化为多个平面波的线性叠加。如果方程组是线性的，对于所有满足方程组的平面波来说，其线性叠加也满足方程组。因此，从研究最简单的平面波入手，我们就可以研究扰动在等离子体中的传播和发展。方程组中的非线性项应该被忽略，这是由方程的线性特性所决定的。另外，非线性项都是二阶或二阶以上的小量，在解线性波动问题时，可以忽略。

4．线性波的色散关系

一般来说，对于等离子体中的波动来说，其频率和波长有一定的对应关系。或者说，对于一个给定的频率，只有对应波长的波动才能存在。这种对应关系即为波的色散关系：
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5．电子静电波

    等离子体中，电子的运动会引起电荷分离，使得等离子体偏离电中性，从而产生静电场。在这个静电场的作用下，电子会改变运动状态，力图使等离子体恢复电中性，但是在等离子体恢复了电中性之后，电子仍然具有一定的动能，其运动又会使等离子体产生非电中性。我们称电子的这种振荡为电子静电波，也叫Langmuir波。

    在冷等离子体中，这种波动可以用以下方程组描述：
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    我们将方程组进行线性化和平面波分解，得到方程组
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经过化简成为
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这表明，如果要
[image: image42.wmf]0
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，即有波动存在，必须有
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在电子热压力不可忽略的情况下，方程(1.12) GOTOBUTTON ZEqnNum635662  \* MERGEFORMAT 

改写为



[image: image44.wmf]()

e

eee

p

dv

nmneE

dtx

¶

=--

¶


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.17)


并加上关于电子压力
[image: image45.wmf]e
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的绝热方程（由绝热过程
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其中
[image: image48.wmf]e

是平均每个电子的内能：
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这里
[image: image50.wmf]D

是电子运动的自由度。由于在电子静电波中，电子做一维的运动，因此这里取
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。方程(1.18) GOTOBUTTON ZEqnNum295068  \* MERGEFORMAT 

和(1.19) GOTOBUTTON ZEqnNum156488  \* MERGEFORMAT 

可合并为
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这里
[image: image53.wmf](2)/
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为多方指数，而对于电子做1维运动的电子静电波情况，取
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。而对于普通电子做3维运动的情况，取我们熟知的
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    方程组经过线性化和平面波分解，成为
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得到色散关系，也即这组方程存在非0解的条件为
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这里
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是电子的声波速度。在
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的冷等离子体近似的条件下，回到(1.16) GOTOBUTTON ZEqnNum811348  \* MERGEFORMAT 

式，对应的Langmuir波的群速度为0，因而是不传播的局域震荡。而在热等离子体中，Langmuir波的群速度与电子热运动速度是同样的量级，类似于电子压力引起的纵波。

    电子静电波的频率必须不小于电子等离子体频率
[image: image60.wmf]pe
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，通常这是较高的频率。在这个频率下，离子由于其质量远大于电子质量，它来不及响应这么高的频率变化。其运动可以忽略。对于长波情况，色散关系可近似为
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其群速度远小于电子的热速度
[image: image62.wmf]the
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对于短波情况，当
[image: image64.wmf]1
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时，由(1.22) GOTOBUTTON ZEqnNum748487  \* MERGEFORMAT 

式知此时
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与电子热速度相当，这是会产生强烈的波与电子的相互作用，需要用动力学才能加以研究。

6．离子声波和离子静电波

    离子的运动可以产生频率较低的波动。在研究较低频率的等离子体波动时，需要同时考虑电子和离子的运动：
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其中，
[image: image68.wmf]a

代表等离子体中的所有粒子，即电子和各种离子。线性化和平面波分解之后，得到：
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得到色散方程：
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其中
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。由于离子质量远大于电子质量，则
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高频情况

在高频时，
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，在(1.27) GOTOBUTTON ZEqnNum717521  \* MERGEFORMAT 

式求和的各项中，离子项远小于电子项，因而可以忽略。只保留电子项，此色散关系回到(1.22) GOTOBUTTON ZEqnNum748487  \* MERGEFORMAT 

式，得到电子静电波。

低频情况

    为简化分析起见，不妨假设只有一种氢离子成份。

离子声波：

    对于低频长波，
[image: image75.wmf]1
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，在(1.27) GOTOBUTTON ZEqnNum717521  \* MERGEFORMAT 

式中的电子项和离子项均远大于1（因为它们的分母均很接近于0），因此可以忽略第一项1，得到离子声波色散关系
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其中
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这很像在普通气体中传播的声波。由于波长很长，在这种长尺度条件下等离子体可以很好地保持电中性，因此引起的扰动类似于中性气体中产生的压缩波。但由于离子和电子必须保持电中性，当离子运动时，电子必须跟随，两者牢牢地结合在一起。这时电子的压力影响也通过这种结合传递给离子，即使离子温度为0，因为有电子压力的存在，也可以产生离子声波。事实上，在以后的动力论中我们知道，如果离子热运动速度与离子声波的速度相当的时候，会产生阻尼现象，离子声波不能存在，因此离子声波大多在
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的情况下存在。

离子静电波：

对于低频短波，
[image: image79.wmf]1
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，在(1.27) GOTOBUTTON ZEqnNum717521  \* MERGEFORMAT 

式中，电子项远小于1（分母很大），可以忽略。这时得到离子静电波的色散关系
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由于在短波情况下，电子热压强的存在，使得电子无规运动速度很大，不能很好地去屏蔽电荷分离引起的静电场，从而引起电荷分离，并引起离子的静电振荡。

7．电磁波

    从磁感应方程(1.31) GOTOBUTTON ZEqnNum484916  \* MERGEFORMAT 

可知，若波矢方向与波的电场方向相同，则波只有电场成份而没有磁场成分，为静电波。反之，若波矢方向与波的电场方向不完全平行，其波场具有磁场部分，为电磁波。电磁波与静电波不同之处在于要考虑到波的磁场成分，可以由
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经过线性化和平面波分解得到
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代入法拉第方程
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假设从带电粒子的运动方程，我们可以解出电流和电场的线性关系为
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这里
[image: image85.wmf]σ

是电导率张量。则带入可得
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其中
[image: image87.wmf]I

为单位张量，折射率
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介电张量
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(1.35) GOTOBUTTON ZEqnNum827772  \* MERGEFORMAT 

式若有非零解，条件是其系数矩阵行列式为0，否则只有
[image: image90.wmf]1
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的解，波不能存在。

    在非磁化均匀冷等离子体中，存在高频电磁波。其中主要是由电子的运动对波产生影响，而离子的效应可以忽略。即运动方程
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可化简为：
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因此
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从而
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代入(1.37) GOTOBUTTON ZEqnNum947436  \* MERGEFORMAT 

及(1.35) GOTOBUTTON ZEqnNum827772  \* MERGEFORMAT 

式，取波矢方向为
[image: image95.wmf]z

方向，得到色散关系
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对应于z方向电场的静电波，有
[image: image97.wmf]0
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，其色散关系为
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这就是我们熟知的Langmuir振荡频率的电子静电波。另一种情况是电磁波，有
[image: image100.wmf]0
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。这时对应的色散关系为



[image: image103.wmf]2222

pe

kc

ww

=+


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.44)


电场与传播方向垂直。与在真空中传播的电磁波相比，在等离子体中传播的电磁波的相速度大于光速，而群速度小于光速。且有一定的截止频率，即在频率小于等离子体振荡频率的时候，电磁波不能传播。当小于截止频率的电磁波向等离子体传播时，会发生反射。电离层反射无线电短波广播就是一个例子。

8．磁化等离子体中的磁流体力学波

磁流体力学波是低频的电磁波，等离子体整体震荡，电子跟随离子一起运动，保持电中性。在磁流体中，除了同样具有压力引起的纵波（即普通的流体中的声波），还具有磁场的压力和张力，引起磁流体中特有的磁声波、Alfven波。

对磁流体中的波动，可用磁流体力学方程组来描述：
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对方程组进行线性化，并分解为平面波
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整理可得
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式中，
[image: image116.wmf]2
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，分别是声波的速度和Alfven速度的平方。本底磁场沿z轴方向。设波矢方向与z轴交角为
[image: image117.wmf]q

，且在x，z平面内，即
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即可进一步得到



[image: image119.wmf]222222

()0

Axsxxzsz

kvkvvkkvv

w

---=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.53)




[image: image120.wmf]222

()0

zAy

kvv

w

-=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.54)




[image: image121.wmf]2222

()0

zszxzsx

kvvkkvv

w

--=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.55)


1．Alfven波

由(1.54) GOTOBUTTON ZEqnNum245908  \* MERGEFORMAT 

式，色散关系
[image: image122.wmf]cos
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，等离子体运动速度与扰动磁场相反。相当于磁场张力提供的恢复力，产生震荡，形成的波动。是横波，也是电磁波。传播速度与等离子体压力无关。

2．磁声波

由(1.53) GOTOBUTTON ZEqnNum987797  \* MERGEFORMAT 

和(1.55) GOTOBUTTON ZEqnNum316051  \* MERGEFORMAT 

式，
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解得：
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这两个根代表两只磁声波，取正号的速度大，叫做快磁声波，其速度不小于同方向的Alfven波速度；取负号的速度较小，叫慢磁声波，其速度不大于同方向的Alfven波速度。

在垂直方向传播时，这两支波的速度分别变为
[image: image132.wmf]22
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和0。这时候，对于快磁声波来说，磁场的压力和等离子体的热压力共同作用，形成类似声波的纵波波动。但相比于声波，多了磁压力的作用，因而传播速度比声波更快。


[image: image133]
不同方向传播的三种磁流体力学波的速度

在平行方向传播时，快磁声波的速度变为
[image: image134.wmf]A
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和
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之中较大的一个，而慢磁声波的速度是
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和
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之中较小的一个。

9．磁化等离子体中的电磁波

考虑本底磁场，带电粒子的运动方程为
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经过线性化和平面波分解，得到
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可以解出在z方向
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以及对(1.58) GOTOBUTTON ZEqnNum213320  \* MERGEFORMAT 

式垂直分量
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后与原式相加，解得
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因此，电流可以表示为
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从上式可求电导率张量
[image: image144.wmf]σ

，进一步得到介电张量：



[image: image145.wmf]12

21

0

3

0

0

00

i

i

i

ee

ee

we

e

æö

ç÷

=+=-

ç÷

ç÷

èø

σ

ε

I


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (1.62)


其中，
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假设波的转播方向，即波矢
[image: image147.wmf]k

的方向与本底磁场夹角为
[image: image148.wmf]q

，不失一般性，可假设该矢量在xz平面内，对应的方程为：
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波存在的条件为系数行列式为0，即为波动的色散关系：
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化简为：
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或
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讨论：

垂直传播
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，由(1.64) GOTOBUTTON ZEqnNum188487  \* MERGEFORMAT 

式得
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对应(1.65) GOTOBUTTON ZEqnNum899828  \* MERGEFORMAT 

式的色散关系为


[image: image155.wmf](

)

222

1123

()()0

nn

eeee

---=


有两个解

（1）
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，电场振荡方向与本底磁场平行的电磁波，波中的带电粒子运动方向也是沿本底磁场方向，因此，带电粒子感受不到本底磁场的作用，与非磁化等离子体中的电磁波一样。色散方程为
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叫寻常模，或者叫O模。

（2）
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，这支模叫非寻常模，或者叫X模。对应
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（注意到电子的回旋频率在表达式中取负值），此时为右旋椭圆偏振波。对于
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，此时为左旋椭圆偏振波。这支波的截止频率有三个，分别对应
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X模的共振条件为
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，得到共振频率为高混杂频率
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平行传播
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色散关系为
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有三个解

（1）
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，对应
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，电子静电波，波中的带电粒子运动方向也是沿本底磁场方向。这时候本底磁场对带电粒子的运动不产生任何影响。色散方程为
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（2）
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对于高频情况，是左旋高频电磁波，色散关系为
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截止频率为
[image: image188.wmf]L

w

，定义见前面。

对于低频情况，是离子回旋波，色散关系为
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在
[image: image191.wmf]i
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时，
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，产生共振，即离子回旋共振。电场方向旋转的频率与离子回旋的频率相近，有些离子会不断地从波中得到能量，被不断加热。在这种情况下，波与离子之间有强烈的相互作用，

在频率极低时，这支模是左旋的Alfven波，色散关系为
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（3）
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对于高频情况，是右旋高频电磁波，色散关系为
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截止频率为
[image: image201.wmf]R
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，定义见前面。

对于低频情况，是电子回旋波，色散关系与高频时的色散关系一样。在
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时，
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，产生共振，即电子回旋共振。电场方向旋转的频率与电子回旋的频率相近，有些电子会不断地从波中得到能量，被不断加热。

在低频情况下，若
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，是哨声波，色散关系为
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其群速度与频率有关，
[image: image206.wmf]2
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，当扰动发生时，高频成分的波群速度较快，会先被观测到，而低频成分的波随后才能被观测到。在地球表面，雷电引起的电磁脉冲扰动在电离层激发低频的哨声波，可以收到沿地球磁场传播到另一端，可以听到由高到低的类似哨声的信号。

频率极低时，是右旋的Alfven波，色散关系也为
[image: image207.wmf]A
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。因此，Alfven波既可以是左旋的，也可以是右旋的。


[image: image208]
平行磁场和垂直磁场传播的波的色散关系图

10．法拉第旋转

高频电磁波在等离子体中传播时，左旋的波和右旋的波遵守不同的色散关系，他们的相速度也不同。假设初始时一个线偏振的电磁波，可以分解为左旋波和右旋波的叠加。这两支波在等离子体中传播相同一段距离之后，由于旋转的角度不同，从而两者叠加之后的线偏振波的偏振方向就会有所改变。

设电磁波在
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，则在等离子体中传播之后，波场为
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其中，
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分别是左旋波和右旋波的波矢，记
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即为偏振方向转动的角度。而
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注意到电磁波的频率很高，上式两个根号里可以近似展开
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在磁场已知的情况下，可以用测量电磁波偏振方向的旋转角度来得到等离子体的振荡频率，即可知等离子体的密度。当等离子体密度随空间变化时，可以测量等离子体电子密度的线积分：
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